Навчально-виховний комплекс „загальноосвітня школа І-ІІІ ступенів №25, природничо-математичний ліцей”
Методика викладання теореми косинусів та її застосування до розв’язування задач в ІХ класі з поглибленим вивченням математики.

учитель вищої категорії,

старший вчитель
Сербіна Надія Олексіївна
Зважаючи на те, що теорема косинусів має широке застосування при розв’язуванні різних задач, працюючи за лекційно-практичною системою я пропоную зробити таке календарно-тематичне планування цієї теми: 
	Матеріал, що вивчається
	Кількість годин
	Вид заняття

	Теорема косинусів і наслідки з неї
	1
	лекція

	Розв’язування задач підвищеної складності із застосуванням теореми косинусів
	2
	практичні

	Теорема косинусів для чотирикутника. Розв’язування олімпіадних задач
	1
	факультатив


На лекції формулюється теорема косинусів і наводиться одне з її доведень. Також розглядається застосування теореми для розв’язування задачі обчислення медіани трикутника через його сторони, і доводяться цікаві співвідношення між медіанами і сторонами різних трикутників.
На практичні заняття учні діляться на групи по чотири і кожна група отримує завдання:
І група: Знайти інші способи доведення теореми косинусів, застосовуючи вектори або інші співвідношення між сторонами і кутами трикутника.
ІІ група: Виразити бісектриси трикутника через його сторони, використовуючи властивість бісектриси та теорему косинусів.
ІІІ група: знайти доведення теореми косинусів для чотирикутника 
IV група: знайти історичні факти, пов’язані з теоремою косинусів.
При викладанні теоретичного матеріалу і розв’язуванні задач слід зважати на психофізіологічні властивості організму дитини. Так, за Висоцькою С.І., критичні точки засвоєння розподіляються на протязі уроку таким чином:
	Час (хв.)
	1-4
	5-23
	24-34
	35-45

	Засвоюваність (%)
	60
	80
	45-60
	6


Кризи уваги розподіляються так:
	І
	на 14-18 хвилині

	ІІ
	через 11-14 хвилин

	ІІІ
	через 9-11 хвилин

	IV
	через 8-9 хвилин


Урок-лекція
Тема уроку: Теорема косинусів.

Мета уроку: Засвоєння учнями теореми косинусів та методів її застосування до розв’язування задач.
І Актуалізація опорних знань учнів.

1. Повторення співвідношень між сторонами і кутами в прямокутному трикутнику.
ІІ Вивчення нового матеріалу.

1. Щоб розв’язувати будь-які трикутники, а не тільки прямокутні, треба знати теореми косинусів і синусів. Для кращого їх розуміння пригадаємо, що сторони трикутника – це їх довжини, а кути – їх градусні міри. Сторони позначатимемо буквами a,b,c а протилежні їм кути , що лежать при вершинах А, В, С – літерами 
[image: image1.wmf]g
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Теорема косинусів. Квадрат сторони трикутника дорівнює сумі квадратів двох інших його сторін без подвоєного добутку цих сторін на косинус кута між ними: 
a2=b2+c2-2bc
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;
b2=a2+c2-2ac
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;
c2=a2+b2-2ab
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Доведення.
Нехай АВС – довільний трикутник. АВ=с, ВС=а, АС=b
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. Доведемо, що a2=b2+c2-2bc
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Розмістимо даний трикутник на координатній площині так, щоб т.А була в початку координат, вершина В – на додатній півосі абсцис, а С – у І чи ІІ чверті. Запишемо координати вершин трикутника: А(0;0), В(с;0). Для визначення координат т.С опустимо перпендикуляр СН на вісь Ох. Тоді з прямокутного трикутника СНО, ОН=
[image: image7.wmf]a

cos

b

, а СН
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. Отже, т.С має координати: (
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За формулою відстані між двома точками: 
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Отже, a2=b2+c2-2bc
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Аналогічно можна довести, що 

b2=a2+c2-2ac
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c2=a2+b2-2ab
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Примітка: відомо, що ОН – величина проекції АН сторони АС на сторону АВ або її продовження. Знак 
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 залежить від кута 
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: якщо кут 
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гострий, то береться „+”, якщо тупий, то „-”. Звідси маємо наслідок: квадрат сторони трикутника дорівнює сумі квадратів двох інших сторін „
[image: image23.wmf]±

” подвоєний добуток однієї з них на проекцію другої. Знак „+” беремо тоді, коли протилежний кут тупий, а знак „-”, коли гострий.
Питання учням: чи можна пов'язати якимось чином теорему косинусів з теоремою Піфагора?

Відповідь: так, можна. Коли кут 
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дорівнює 900, то 
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Теорема косинусів дає можливість обчислювати за даними величинами сторін кути трикутника:
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ІІІ Застосування теореми косинусів

Розглянемо приклади задач, які розв’язуються із застосуванням теореми косинусів.

Задача 1. Виразити медіани трикутника АВС, ma, mb, mc через його сторони a,b,c.
Розв’язання

Медіана AD утворює з основою АВ кути 
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З 
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ADВ виразимо сторону c: 
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Додамо почленно рівності (1) і (2). Отримаємо: 
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Аналогічно виражаються 
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З отриманих рівностей випливають такі співвідношення між медіанами та сторонами трикутника:
Задача 2. Довести, що 
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Доведення

Додамо почленно отримані рівності:
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Задача 3. Довести, що: 
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Доведення

Розв'яжемо систему 
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 відносно 
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Задача 4. Довести, що 
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Доведення

Нехай 
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Навпаки, якщо 
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, то виразивши медіани через сторони отримаємо: 
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ІV Домашнє завдання: Учням пропонується довести самостійно теорему косинусів, застосовуючи вектори, §8 п.76 (Бурда), §12 п.109 (Погорєлов)
Практичне заняття

Тема уроку: Розв’язування задач на застосування теореми косинусів.
Мета уроку: засвоєння учнями практичних навичок застосування теоретичних знань; розвиток логічного мислення; набуття навичок роботи в групі.

Групова робота на уроці полягає у спільних зусиллях учнів по вирішенню поставлених вчителем завдань: опанування різних способів доведення теореми косинусів, обговорення і вибір способів розв’язання навчально-пізнавальних завдань, взаємодопомога і співпраця, взаємоконтроль і взаємооцінка. Групи сформовані із змішаним складом учнів за успішністю, оскільки це є більш ефективним засобом навчання. Очолюють групу консультанти, призначені вчителем.
Типова структура групового заняття: перевірка домашнього завдання – підготовка до групової роботи (інструктаж учнів про послідовність роботи, роздача карток з однаковими або диференційованими завданнями, створення проблемної ситуації, постановка проблеми) – ознайомлення із завданнями, обговорення і складання плану виконання завдання – звіт про виконану роботу.

Хід уроку

І Перевірка домашнього завдання.

Учні І групи на дошці пояснюють доведення теореми косинусів іншими способами, ніж було подано на лекції.

Доведення 1
Нехай в 
[image: image75.wmf]D

АВС задані дві сторони трикутника ВС=a i АС=b, та кут між ними 
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 EMBED Equation.3  [image: image77.wmf]g

. Виразимо через ці дані довжину третьої сторони АВ=с. Для цього опустимо висоту АМ
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ВС За теоремою Піфагора для 
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АМВ:с2=АМ2+МВ2; якщо ми тепер виразимо АМ та МВ через відомі нам a, b, та 
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, то задачу буде розв’язано.
Нехай кут 
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 гострий (мал.. а). Тоді з прямокутного трикутника АМС (
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BM=BC-CM=a-b cos
[image: image85.wmf]g

. 
Далі, за теоремою Піфагора:
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Якщо кут 
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 тупий, (мал. б), тоді за формулами зведення, 


[image: image91.wmf](

)

g

g

sin

180

sin

0

b

b

AM

=

-

=

; 
[image: image92.wmf]=

+

=

CM

BC

BM
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Звідси 
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, тобто отримано той самий вираз, що і в першому випадку: 
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Доведення 2
Нехай у трикутнику АВС: AB=c, BC=a, AC=b.Введемо вектори 
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звідки 

a2=b2+c2-2bc
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Аналогічно можна довести, що 

b2=a2+c2-2ac
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c2=a2+b2-2ab
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Учні в групах обговорюють наведені доведення, задають питання роблять свої зауваження.

ІІ Підготовка до групової роботи.

Кожна група отримує набір задач, що потрібно розв’язати із застосуванням теореми косинусів. Задачі пропонуються диференційовані для кожної групи із „Збірника задач по математиці для вступників у ВНЗи” під редакцією М.І.Сканаві з групи Б. І група отримує задачі №№3 і 5, ІІ група – задачі №№1 і 2, ІІІ група – задачі №№4 і7, IV група – задачі №№6 і 8. На 35й-45й хвилині, коли засвоюваність нового матеріалу падає до 6%, четверта група доповідає про історичні відомості виникнення тригонометрії.
Справа на дошці записане „Довідкове бюро”
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поглибленому курсі алгебри
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ІХ класу
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–універсальна тригонометрична підстановка.
Таке подання формул, деякі з яких будуть застосовуватись при розв’язанні задач розвиває в учнів навички самостійної роботи з довідковими матеріалами.

ІІІ Ознайомлення із завданнями, обговорення і виконання завдань.
Задача 1.

Довести, що квадрат бісектриси трикутника дорівнює добутку двох прилеглих сторін трикутника без добутку відрізків, на які вона ділить протилежну сторону.

Розв’язання

Якщо трикутник рівнобедрений, то рівність 
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. Застосуємо теорему косинусів до трикутників BCD і DCA: 
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. Звідси, з одного боку, 
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. Прирівнявши ці вирази, отримаємо:
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, звідси, 
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. Виходячи з властивості бісектриси внутрішнього кута трикутника, 
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Задача 2 (№10.263)
Медіани трикутника дорівнюють 5, 
[image: image129.wmf]52

, 
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. Довести що трикутник прямокутний.
Розв’язання

Нехай a,b,c – сторони трикутника, до яких проведені відповідно медіани ma,= 
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см, mb=
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см, mc=5см. А з доведеної на лекції властивості медіан прямокутного трикутника (задача 4), відомо, що сума квадратів двох медіан дорівнює квадрату третьої, помноженому на 5. також відомо, що 
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. Висновок: трикутник прямокутний
Задача 3 (№12.134).
Основи рівнобічної трапеції дорівнюють a і b (a>b) кут при більшій основі дорівнює 
[image: image137.wmf]a

. Знайти радіус кола, описаного навколо цієї трапеції.
Розв’язання
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Нехай ВК – висота даної трапеції ABCD. Позначимо ВС=b, AD=a, 
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Радіус кола, описаного навколо трапеції ABCD, знаходимо як радіус кола, описаного навколо 
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Відповідь: 
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Задача 4 (№12.168)
У трикутнику дана сторона а, протилежний кут 
[image: image157.wmf]a

 і висота h, що проведена до даної сторони. Знайти суму двох інших сторін.

Розв’язання

Позначимо b і c – невідомі сторони трикутника. Площа трикутника 
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Відповідь: 
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Задача 5 (№12.183.)
Площа рівнобедреного тупокутного трикутника дорівнює 8. а медіана, що проведена до бічної сторони дорівнює 
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. Знайти косинус кута при вершині.

Розв’язання
В 
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ABС АВ=ВС, AD – медіана, AD=
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. Позначимо кут В через 
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, BD через x, тоді АВ=2х.
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застосуємо універсальну тригонометричну підстановку:
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Оскільки кут 
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Відповідь: 
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Задача 6
Довести, що сума квадратів діагоналей паралелограма дорівнює сумі квадратів його сторін. 
Доведення

Нехай у паралелограмі ABCD: 
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Додаючи почленно рівності (1) і (2) дістанемо
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, що й треба було довести.
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Задача 7
Площа 
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ABС дорівнює 16см2. Знайти довжину сторони АВ, якщо АС=5см, ВС=8см і кут С – тупий.

Розв’язання

Площа даного трикутника 
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Відповідь: 
[image: image212.wmf]137


Задача 8
Нехай a,b,c – сторони трикутника. Довести, що коли 
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[image: image214.wmf]2

2

2

c

b

a

<

+

, то кут С – тупий.

Розв’язання

За теоремою косинусів, 
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 і кут С – тупий.

Висновок: таким чином, за допомогою цих нерівностей можна визначити вид трикутника за кутами.

IV Звіт про виконану роботу.
Після розв’язання кожної задачі в групі, один учень з групи (за бажанням) виходить до дошки і пояснює хід розв’язання задачі. Решта учнів обговорюють це розв’язання та задають питання стосовно кожної задачі.
Учні IV групи повідомлять підготовлений матеріал з історії математики.

Історичні відомості виникнення тригонометричних функцій, теореми косинусів та теореми синусів.

Ідея введення тригонометричних функцій зародилася в астрономії. В часи античності і середньовіччя домінуючою в науці була геоцентрична модель всесвіту Клавдія Птолемея (ІІ ст. н. е.), згідно з якою планети, до яких відносили Сонце й Місяць, а також зірки рухаються навколо Землі по кругових орбітах, або ж беруть участь відразу у кількох кругових рухах – основному навколо Землі і допоміжних по так званих епіциклах. Тому для проведення астрономічних розрахунків потрібно було мати залежність між елементами одиничного кола. Основними вважались залежності між центральними кутами 
[image: image221.wmf]a

 і відповідними їм хордами d. Сам Птолемей склав спеціальні таблиці хорд для кутів від 00 до 1800 через кожні півградуса. Якщо у цих таблицях значення кутів 
[image: image222.wmf]a

 і відповідних їм хорд d зменшити вдвічі, то, очевидно, дістанемо таблицю півхорд або синусів кутів від 00 до 900. Оскільки півхорда у середньовічній латинській термінології називалася semirecta inscripta, то це наштовхує сучасних дослідників вважати, що термін „синус” виник від скороченого запису цих латинських слів.
Вірогідною є інша версія походження терміну „синус”. Таблиці пів хорд містились ще в анонімних індійських книгах з астрономії IV-V ст.н.е. Півхорда там називалась „ардхаджива” („ардха” – „половина”, „джива” – „тятива лука”, „хорда”). Араби, перекладаючи наукові твори індійців, замінили іншомовне „джива” своїм близьким за звучанням „джайб”, що означало „опуклість”, „виріз плаття”, „пазуха”. В свою чергу, при перекладі на латин у ХЇІІ ст. арабське „джайб” було буквально перекладено як sinus.
На відміну від заплутаної історії терміну „синус”, походження терміну „тангенс” цілком зрозуміле. Воно пов’язане з відомою інтерпретацією значення тангенса на так званій лінії тангенсів, що є дотичною до одиничного кола. Латинське tangens якраз і має значення „той, що дотикається”.

Термін „косинус” утворено з використанням першого складу латинського слова complementi – „доповнення”; отже, косинус дослівно означає „доповнення до синуса”. Таким же чином утворено і термін „котангенс”. Простий зв’язок між синусом і косинусом з одного боку та тангенсом і котангенсом з іншого, що виражається формулами зведення, цілком дозволяє одні з цих понять вважати всього лиш доповненнями до інших.

Вперше теорему косинусів відкрив арабський вчений аль-Біруні (Х ст.), а потім перевідкрив Ф.Вієт (XVI ст.).

Теорему синусів вперше відкрив індійський математик і астроном Брахмагупта у VII ст., а через два століття перевідкрив арабський учений Мухаммед аль-Баттані.

V Підсумки уроку. Повідомлення домашнього завдання. Виразити бісектриси трикутника через його сторони; №№22, 23 ст.190 (М.І.Бурда).

Факультативне заняття
З метою підвищення ефективності роботи з учнями по математиці необхідна активна і цілеспрямована підготовка, ознайомлення учнів з основними типами і методами розв’язування олімпіадних задач. Така можливість надається вчителю на факультативних заняттях. В дев'ятому А класі з поглибленим вивченням математики я маю одну годину на тиждень факультативу. Вважаю, що логічним продовженням вивчення теореми косинусів для трикутника є доведення теореми косинусів для чотирикутника.
Тема уроку: Теорема косинусів для чотирикутника.
Мета уроку: формування прийомів виділення суттєвих зв’язків, теоретичних узагальнень, застосування аналогії і порівняння для пошуку нових знань, пошуку ідеї доведення; розвиток логічного мислення учнів.
І Вступне слово вчителя.

У практиці нерідко виникають задачі, розв’язання яких спирається на метричні співвідношення в чотирикутнику. Так, в геодезії часто приходиться мати справу із з'ясуванням взаємного розташування чотирьох пунктів, в техніці – з розрахунками чотирьох ланкових механізмів і. т.п.

З усієї різноманітності питань, що виникають розглянемо ще теорему яку по аналогії з відповідною теоремою для трикутника природно назвати теоремою косинусів для чотирикутника. Ця теорема цікава сама по собі, а також багата наслідками, що з неї витікають і можуть успішно використовуватись для розв’язання різних метричних задач.
II Вивчення нового матеріалу.

Клас ділиться на групи і кожній з них пропонується вивчити конспект лекції по теоремі 1. Після вивчення і обговорення теореми в групах, учні пояснюють доведення біля дошки.

Теорема 1.

Квадрат сторони опуклого чотирикутника дорівнює сумі квадратів трьох інших його сторін без подвоєних добутків пар цих сторін і косинусів кутів між ними. 
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Доведення
Продовжимо прямі AB і CD до перетину в т.К. 

Введемо вектори 
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 За правилом многокутника для додавання векторів, 
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. Підносимо обидві частини цієї рівності скалярно до квадрату. 
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Розкриваючи скалярні добутки векторів, маємо: 
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Отже, 
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ІІ Розв’язування задач.

Задача 1

Виразити діагональ правильного п’ятикутника через його сторону.

Розв’язання

Позначимо сторону правильного п’ятикутника через a, а невідому діагональ – х. Кожний внутрішній кут правильного n-кутника обчислюється за формулою: 
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. Отже, у правильному п’ятикутнику, 
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. Діагональ розбиває п’ятикутник на трикутник та чотирикутник. Застосувавши теорему косинусів для чотирикутника, щоб виразити діагональ х, отримаємо: 
[image: image236.wmf]0

2

0

2

0

2

2

2

2

2

36

cos

2

108

cos

2

108

cos

2

a

a

a

a

a

a

x

-

-

-

+

+

=

. З іншого боку, по теоремі косинусів для трикутника, знаходимо: 
[image: image237.wmf]
[image: image238.wmf]0

2

2

2

2

108

cos

2

a

a

a

x

-

+

=

. Спростимо отримані вирази і прирівняємо їх праві частини. 
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оскільки мають місце рівності 
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 Розв'яжемо це квадратне рівняння відносно 
[image: image246.wmf]0

18

sin

, зробивши підстановку. 
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Відповідь: 
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Цю задачу можна розв’язати й іншими способами, але цінним є те, що одночасно знайдено точне значення 
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 і показано метод його визначення.
Задача 2

Довести, що якщо на сторонах трикутника АВС зовнішнім чином побудувати правильні трикутники, то їх центри є вершинами рівностороннього трикутника.

Доведення
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За теоремою косинусів визначимо відстань між центрами О1 та О2 з чотирикутника О1О2В1А1, де А1 та В1 – середини сторін трикутника АВС. В цьому чотирикутнику 
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. Кут між прямими О1А1 і О2В1 дорівнює 
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 EMBED Equation.3  [image: image264.wmf]C
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Але 
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Симетрія отриманої формули відносно a, b і с вказує на те, що О1О2=О2О3= О1О3.А це означає, що трикутник рівносторонній.
Учні розв’язують задачі групами і подають свої розв’язання на загальне обговорення.
Зауваження вчителя: якщо на сторонах трикутника АВС побудувати рівносторонні трикутники у внутрішню область та з'єднати їх центри , то отримаємо теж рівносторонній трикутник, як і в першому випадку. До речі, ці трикутники носять назву зовнішнього та внутрішнього трикутників Наполеона. Застосувавши теорему косинусів пропоную вам вивести формулу для сторони внутрішнього трикутника Наполеона.
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